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a)
Koordinaten des Schwerpunktes:
S myT + myt
R = 171 212 (1)
my +m,
Relativkoordinaten:
F=FZ_F1$F2=F+F1 (2)
Einsetzen von Gl. (2) in Gl. (1) ergibt:
P (my + my)7, + m,7
B my +m,
5 B m,; 3 B m; 5
= n=R—-———7r = [ =R———7 (3)
my; +m, my; +m,
Aus Gl. (2) folgt:
S = my 3 = my .
n=R+———7r = |n=R+——7 4)
my +m, my +m,

Einsetzen in die Gleichung fur die kinetische Energie ergibt:

ml S mz 5 2 mz = ml 5 2
r="2 (R ) + (R4 )
2 m; +m, 2 my +m,

2 2

_myt+my s, 1(m1m§+m2mf>?2_m1+mz_-,2 1( mym, )FZ
2 2

my; +m, m, +m,

M _"’2 u 52 . m;m, .
= T=—R*+<7 mit p=——— (reduzierte Masse)
2 2 my +m,

und M =m; +m, (Gesamtmasse des Systems)

M u. S .
> |L=T-V-= ?RZ + ETZ — V(#)| (Lagrange — Funktion)




b)
Aufstellen der Lagrange-Funktion unter Berlcksichtigung der gegebenen
Bedingungen:

1
L=T—V=g7'”2—§kr2

Einschub:

Frage: Warum ist 72 = 72 fur [ = 0?

Antwort: (am Beispiel einer 2D-Bewegung)

Da das Potential spharische Geometrie besitzt, ist es zweckmaRig, den Ortsvektor 7
auch in spharischen Koordinaten auszudriicken:

= (i) = 7= (i o o)
= 72 = (Fcos(p) — r ¢ sin(9))? + (7sin(@) + r ¢ cos(¢))?
= 2 cos?(¢@) + 12 ¢*sin®(@) — 2 7 r ¢ cos(¢) sin(¢p)
+i2 sin® (@) + 1% @* cos?(@) + 2 i r ¢ cos(¢) sin(¢)

lz
2

=i’ +12 ¢° =" + 2

> |fiir L= 0gilt? =7

r2u
Was passiert fur [ # 07?
2

U, ! 1
H=T+ V= =72 + = + Sk’

2 2ur 2

kinetische Energie Zentrifugal-  harmonisches
der radialen Bewegung Potential Potential

Es kommt zu einer Rotations-Schwingungskopplung!!!

Lagrange-Gleichung: (generalisierte Koordinate ist )
ddL dL

EE—E=‘MT+I(T=O

= (Bewegungsgleichung eines 1D Harmonischen Oszillators)

Frage: Welche molekularen Systeme lassen sich damit beschreiben?

Antwort: Nichtrotierende, schwingende Zweiatomige Molekiile!




Aufgabe 22

x+h=0 ;x=L0-cos¢ ;h=~L0-Lcosp ;s=0- ¢

T=%mv:=%ms=Y%m l? ¢

V=m-gh=m-g(1-cos o)

a) Lagrange: L = T-V =% m % ¢ —m-g-£-(1-cos ¢)

L OL
in Gleichung %a— - g— = 0 eingesetzt
op 99

D> me+mglsing=0

0+ % sing=0 q.e.d.

b) Hamilton: H=T + V

oL )
p(p:_.:mEZ(P
o
2

T(py) =Py ; V(p) =m-g-L-(1-cos ¢)

2
> H= Eg%frm-g-[-(l-cos 0)

oH .
Po = -%: -m-g-{-sin @

> '(p'+%sin(p:O g.e.d.



Losen der DGL fur kleine Auslenkungen:

¢+ % sin @ =0 fiir kleine Auslenkungen sin ¢ = ¢

= charakt. Gl: A2+ 0’ =0 mito = \/%

7\,1,2 =+im

@(t) = Acos(wt) + B sin(wt)
¢(t) = —wAsin(wt) + wB cos(wt)
Randbedingungen:

p(0)=0 = A=0

. Vo

90)=vy > wWB=v, = B:Z
Vo .

= @)= > sin(wt)

= ¢(t) = v, cos(wt)
Trajektorie:

Vg

w

-
-

vy [0

. '\

Alle Losungen ohne Gewahr!!!



